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Uloha V.S ... rezonance a tlumeni 10 bodu; (chybi statistiky)

1. Na napnutém lané mohou existovat viny ve vychylce u(x,t) z rovnovdzné polohy, které

spliiuji vinovou rovnici s tlumenim

8271‘ — 02& + F@ ,

ot? 0x? ox
kde v je fazova rychlost a I' je tlumici koeficient. Provedte fourierovskou substituci a ur-
Cete disperzni vztah. Vyreste jej pro vinové cislo k. Jakou podminku, vyjadrenou pomoci
frekvence w, fazové rychlosti v a koeficientu I', musi viny spliiovat, aby byly na lané po-
zorovany uzly (body, ve kterych lano ziistavd v rovnovdzné poloze, ale v jejichz okolf se
pohybuje)?

2. Uvazujte Svihadlo, prichycené na jednom konci k nehybné sténé. Ve vzdalenosti L od stény
jej chytneme do ruky a zac¢neme s nim pohybovat nahoru a doli, ¢imz v ném vytvorime
vinéni. Svihadlo s délkovou hustotou A udrzujeme v napéti T ve sméru od stény, vychylka
tedy spliuje rovnici

0*u T 0%u

a2 N 9x?’
Pro vychylku konce $vihadla, se kterym pohybujeme, plati uo(t) = A cos(wot). Pledpo-
kladejte, ze reseni lze zapsat ve formé dvou rovinnych vin, pohybujicich se v opac¢nych
smérech. Naleznéte takové reseni pouze s vyuzitim zadanych parametru, tj. T, X\, L, A
a wo. Vysledné reseni ma amplitudu rostouci nade vSechny meze pro urcité frekvence.
Urcete jejich hodnoty a jim odpovidajici vinové délky.

Stépdn si hrdl se Svihadlem.

1. Fourierovska substituce nahrazuje ¢asové derivace mocninami —iw a prostorové derivace
mocninami ¢k, kde k je vlnové ¢islo a w frekvence vinéni. Plati tedy

—w?t = —v’k*4 + iTka,

i(kx—wt)

kde @ = upe je komplexn{ vychylka. Vydélime rovnici —v24, a dostaneme
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a vlnové &islo k je tedy komplexni. Dalsi moznost je 4w?v? < I'?, a pak

. T Y re——
k—’lﬁ = iﬁ I2 —4w2v2

o
202
a vlnové c¢islo k je tedy cisté imaginarni. Pro zavislost komplexni vychylky v tomto pripadé
tedy plati

k (I‘ + /T2 — 4w2v2>

ik —iwt —iwt_— 5oy (Fi F2—4w2v2)
= 2v X

U = upe uge e

To znamenad, ze zavislost amplitudy na soufadnici x je Cisté exponencidlni, a neobsahu-
je tedy zadné uzle. Hledanou podminkou je tedy podminka (po provedeni odmocniny
a predpokladu, ze I';w i v jsou kladné)

I > 2w

2. Druhé cast tlohy pouziva vlnovou rovnici

0%u _T 0%u
otz X ox?’
Mizeme rovnou uréit disperzni vztah pomoci Fourierovské substituce
T
2 2
—w'==(—k
(k)
T
w=1/—|k| .
Ik

Reseni, které budeme predpokladat, mé komplexni tvar
. ikz—iwt —ikz—iwt
u — BeZ x w + Ce 1RT Tw ,

kde B a C' jsou komplexni konstanty. Predpokladame kartézskou soustavu soutradnic v niz
je osa x shodné s klidovym stavem sSvihadla, a bod, kde se svihadlem pohybujeme, se
nachdzi v x = 0. Okrajové podminky jsou nésledujici. Nejprve musime zajistit, ze konec
$vihadla u stény zustdva nehybny, tedy plati

a(L,t) =0.
Dale druhy konec svihadla osciluje s nasi rukou
Red(0,t) = Acos (wot) .

Z prvni podminky plyne ' _ _ _
Besz—uut + Ce—lkL—lwt -0
C — —Be2FL

a Teseni mé tedy tvar

’l’l(l’,t) — B (eik:c—iwt _ e—ikz—iwt+i2kL) )
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Abychom mohli vyhodnotit druhou podminku, zavedme B = |B| e, kde ¢ je fize B.
Pak muzeme psat

i(z,t) = |B] (ei(szwtﬁ»ga) _ ei(fkmfwt+2kL+ap)) .
Druhé podminka je tedy
Re@(0,t) = Acos (wot) = |B| (cos (—wt + ¢) — cos (—wt + 2kL + ¢)) .
S pouzitim scitacich vzorct pro sinus a cosinus muzeme odvodit

cos (—wt + ) = cos (wt) cos (¢) + sin (wt) sin (¢)

cos (—wt + ¢ + 2kL) = cos (wt) [cos (¢) cos (2kL) — sin () sin (2kL)]
+ sin (wt) [sin () cos (2kL) + cos (¢) sin (2kL)]
a plati tedy
A cos (wot) = |B| [cos (wt) (cos (¢) (1 — cos (2kL)) + sin () sin (2kL))
+ sin (wt) (sin () (1 — cos (2kL)) — cos (y) sin (2kL))] .

Mizeme odvodit, ze tato rovnost muze platit pro vSechny ¢asy pouze v pripadé, ze w = wo
a dale
sin (o) (1 — cos (2kL)) — cos (¢) sin (2kL) =0

sin (¢) 2sin® (kL) = 2 cos (@) sin (kL) cos (kL)
te (1) = cotes (KL)
Jelikoz plati cotg () = tg (g — x), plati

cp:g—kL—l—nn

kde n je celé cislo. Plati tedy
A cos (wot) =|B| cos (wot) [cos (2 (kL — TLTE)) (1 —cos(2kL)) +
+ sin (2 (kL — mt)) sin (2kL)}
Jelikoz plati
cos ( (kL —nx ) = sin (kL —nr) = (—1)" sin (kL)
sin ( (kL — mc)) cos (kL —nn) = (—1)" cos (kL)

1 — cos(2kL
sin(2kL

= 2sin*(kL)
= 2sin(kL) cos(kL) .

~
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A cos (wot) =|B] cos (wot) (—1)" (2 sin® (kL) 4 2sin(kL) cosz(kL)) =
= |B| cos(wot)(—1)"2sin(kL) .

Mizeme tedy urcit amplitudu

A
Bl = ——(-1)"
1] 2sin(k L)( )
A
Bl = ————(-1)".
1] 2sin(kL)( )
Maéame tedy reseni
A ; = . =
~ R SR G AL 1(k:c—w0t+§—kL+m't) _ z(—kx—wgt+2kL+§_kL+nn)>
iz, ) 2sin(kL)( ) (e e
N A n i(k(z—L)—wot) ; n i(—k(z—L)—wot) : "
i) = gy D" @ Di(-1)" —e i(-1)")
Az, t) = #(_1)2% (eik(sz) _ efmsz)) e—iwot

~ 2|(Jsin(kL))
Jelikoz (—1)?" =1 a e*(@=5) _ o= @=L) — 9j5in(k(x — L)), plati

a(x,t) = sm_TL) sin(k(z — L))e* “o

Vezméme tedy redlnou ¢ast a dosadme za k z disperzniho vztahu, abychom dostali feSeni

A . A
u(r,t) = ————sin —wo(L — x) | cos(wot) .
v e (L) R

Reseni mé divergujici amplitudy v piipadé, ze

sin (\/5&}0[1) =sin(k L) =0.

kL = mm.

To nastava pokud

kde m je celé ¢islo. Vlnovou délku lze vyjadrit jako I = 2—;, a plati tedy
2
Ly mmn
l
ml = 2L

Divergujici amplituda (kterd odpovidé resonanci) se tedy objevuje v pfipadé, kdy celoéi-
selny nasobek vlnové délky tvori délku 2L, tedy pro celé ¢islo m lze psat

2L

T om

l
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