FYKOS
Pocitame kvanta

V dnesnim dile si zavedeme Schrédingerovu rovnici, jak jsme si slibili minule. Rovnou si s ni
muzeme zacit i hrat.

Diky, ted jsem se ztratil

Nez si ale ukédzeme zminénou rovnici, je potieba se nejdiive tiplné oprostit od klasické (Newto-
novské) mechaniky. Musime si uvédomit, Ze se neméni jen pohybova rovnice fidici pohyb téles,
ale i samotné veli¢iny popisujici pohyb.

V klasické mechanice se vyskytuji zejména dvé veli¢iny: poloha a rychlost (hybnost) ¢dstice
v kazdém bodé trajektorie. Pokud zndme tyto dvé veli¢iny pro vSechny c¢éstice, staci nam to
k uplnému popisu jejich pohybu. Pohyb je tedy popsan funkcemi ¢asu: #(t), ¥(t). Prvni z nich
rozlisuje, jestli se $ip nachézi v luku nebo jiz byl vystrelen po kofisti. Druha z nich pak rozlisuje
stojici sip od letictho (coz je problém, ktery trapil Zenéna v antice natolik, ze jej nazyval
paradoxem).

V kvantové mechanice tyto dvé veli¢iny nahradime jedinou funkci vSech prostorovych sou-
fadnic a zdroven i ¢asu, nazyvanou vlnova funkce. Standardné se oznacuje feckym pismenem
(&, t). Oproti klasické poloze a hybnosti navic mize tato vinové funkce obecné nabyvat i kom-
plexnich hodnot. Jeji slozitosti se nemuzeme divit, protoze je v ni zakédovana informace jak o
poloze, tak o hybnosti ¢astice. Schvalné rikdme zakédovana, protoze v kvantové mechanice se
presné informace o tom, kde ¢édstice jsou nebo jak rychle se pohybuji, zcela vytraci. Dekédovat
se mohou pouze pravdépodobnosti, naptiklad s jakou se Castice na daném misté nachazi.

Tato pravdépodobnost je dand jako ¢tverec absolutni hodnoty vinové funkce

Peasticecs ~ |[(Z)|° . (1)

Rovnost zde nepiSeme zcela zdmérné, protoze uvazovat pravdépodobnost vyskytu v jednom
konkrétnim bodé prostoru je z matematického hlediska oSemetné (bod zabird nekoneéné malou
Cast prostoru, a proto podle matematické logiky pravdépodobnost vyskytu v ném nemuze byt
nenulova). Casovou zévislost tu pro jednoduchost explicitné nepiSeme, ale samoziejmé pokud se
nase vlnova v ¢ase méni, bude se ménit v Case i tato pravdépodobnost. Odborné se této veli¢iné
tik4 hustota pravdépodobnosti

p(@) = [W(@) . (2)
Pokud tuto hustotu preintegrujeme pres néjakou oblast, ziskame pravdépodobnost vyskytu
¢éstice v této oblasti (podobné jako je hmotnost integralem z hustoty pfes objem)

b
Peasticee(a,b) :/ p(z) do. (3)

(toto je jednorozmérny piiklad, ale ve vicerozmérném piipadé je to podobné. A pokud vés
seznameni s integraly jesté cekd, pak vézte, Ze to znamend jen spocitat plochu pod néjakou
¢asti grafu. Pokud by hustota pravdépodobnosti byla ve vSech bodech uvazované ¢ésti prostoru
stejnd, byla by pravdépodobnost pouhym souc¢inem hustoty a objemu).

Vcelku ptirozenym pozadavkem je pak to, ze chceme, aby celkovad pravdépodobnost vyskytu
¢astice byla 1 (tedy, ze ¢astice se zcela uréité nékde nachdzi)
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Obr. 1: VInova funkce (pferusovand ¢ara) a hustota pravdépodobnosti (plnd ¢éra).
Pravdépodobnost, ze se ¢astice vyskytuje nékde mezi A a B, je pak plocha Sedé vybarvené
oblasti.

ktery se nazyva téz pozadavek normalizace vlnové funkce.
Hybnost je pak zakédovana pomoci takzvaného operatoru hybnosti (Co je to operdtor si
fekneme vzapéti, ale znac¢ime jej stfiSkou.), ktery je ddn derivaci

p=—ih—. (5)

Derivace je matematickd operace, kterd v kazdém bodé funkce nahradi funkéni hodnotu jejim
sklonem. Tedy naptiklad derivaci linedrni funkce (jejiz sklon se neméni) je konstantni funkce.
Hybnost neni mozné interpretovat tak jednoduse jako polohu, v tom smyslu, ze pomoci opera-
toru hybnosti nelze jednoduchym zptisobem zavést hustotu pravdépodobnosti pro hybnost. (A
slozity zpusob presahuje rdmec tohoto textu.)

Na co ale miZzeme (ne uplné rigorézné) nahlédnout, je platnost Heisenbergova principu
neurcitosti, tedy ze ¢im presnéji zname polohu céastice, tim méné vime o jeji hybnosti. Kdyz si
predstavime, ze vinovou funkci pti zachovani plochy pod kiivkou chceme co nejvice ,,splacnout®,
aby neurcitost polohy byla mala, zjistime, ze hybnost dand sklonem ktivky bude ohromna a
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bude se hodné ménit. Opacné, pokud chceme mit nizké zmény sklonu, vlnova funkce se nam
,rozplizne“ do prostoru (ale vlnové funkce s konkrétni hodnotou hybnosti musi byt komplexni).
To je i podstatou mnoha védeckych vtipu, naptiklad:

Zastavi Heisenberga v auté policista a pta se
,Vite, jak rychle jste jel?“
»Ne, ale zato vim presné, kde jsem.
,»,No jel jste 95 km/h v obci
,Diky, ted jsem se ztratil!“

Nyni jiz mizeme odpovédét na zasadni otdzku, kterd nam tak trochu zustala z minulého
dilu — pro¢ elektron vlastné nespadne do jadra. Odpovéd je prostd, kvili principu neurcitosti!
Kdyby elektron spadl ptimo do jadra, mél by sice nejnizsi potencidlni energii, ale byl by pres-
né lokalizovany, takze by nam rostla neurcitost hybnosti nade vsechny meze. Kvili tomu by
pak elektron mél nekonec¢nou kinetickou energii. Proto elektron preferuje takové stavy, kde je
neurcitost v poloze a v hybnosti vyvazena.

Konecné rovnice

KdyZ uz mdme rozumny popis pomoci vlnové funkce (%) v kazdém case, tedy vlastné pomoci
funkce prostoru i ¢asu ¥ (Z,t), nic ndm nebrani zavést ¢asovou Schréodingerovu rovnici

ih%w(a’:’, t) = Hi(Z,t).

Tu nelze nijak odvodit z klasické fyziky, sdm Schrodinger jeji tvar odhadl z toho, ze chtél, aby
jeji TeSeni pro castici bez zddného vnéjsitho potencidlu byly rovinné vilny. To zase byl trochu
stastny tip de Broglieho, jak si jisté pamatujete z minulého dilu. Postupné se pak ukézalo, ze
tato rovnice dokéze popsat svét okolo nas. Na levé strané této rovnice mame soucin imaginarni
jednotky, redukované Planckovy konstanty a parcidlni derivace vinové funkce podle ¢asu. Na
pravé jsme pro popis systému vypujcili z teoretické mechaniky operdtor Hamiltonidnu (ﬁ ),
ktery ale pro rozumné systémy neni nic jiného nez soucet kinetické a potencialni energie. Jeho

tvar v kvantové (bez stfisky i v klasické) mechanice je jednoduchy

R ﬁQ 2 d2
H:%—FV(CL‘):—%@—FV(CU), (6)

v ptipadé 3D prostoru pak jen druhou derivaci nahradime Laplaceovym operatorem. V§imnéme
si, ze se nejednd o béznou fyzikalni veli¢inu, ale operdtor (proto ta stfiskal!). To je matematicky
objekt, ktery vezme funkci a udéld z ni jinou funkci (takova ,,funkce na funkcich®). Jak vidime,
operator muze byt napriklad derivace, vyndsobeni konstantou, umocnéni na tieti nebo jina
operace, kterou muzeme s funkcemi délat. Konkrétné pak Hamiltonian vezme libovolnou funkci
(narozdil od zdpisu pouzivaného pro pusobeni funkci nepiSeme funkci na kterou operator pusobi
do zévorek, ale prosté vpravo od operdtoru), pak ji nejdiive dvakrat zderivuje, prendsobi ji
faktorem —% (to odpovid4 kinetické energii) a nakonec k vysledku pfi¢te soucin potencidlu a
puvodni vlnové funkce (to odpovida potencidlni energii).

Schrédingerova rovnice je o mnoho komplikovanéjsi nez ty, se kterymi se setkdvite bézné. Je
to rovnice, jejimz feSenim neni ¢&islo, ale rovnou celd funkee, kterd danou rovnici spliiuje (takové
rovnice se nazyvaji diferencidlni).
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Protoze ale feSit tuto rovnici zdroven pro prostorové rozlozeni a ¢asovy vyvoj by bylo neu-
meérné slozité, jesté Schrodingera pii jejim zavadéni rovnou napadlo hledat takova feseni, kde
se hustota pravdépodobnosti v ¢ase neméni (v téchto stavech se totiz takovy kvantovy systém
jako tfeba atom bude vyskytovat). Je to vlastné podobnd myslenka jako u Bohrova modelu, ze
jsou povolené jen nékteré trajektorie. Takové stavy lze snadno najit hleddnim feseni ve tvaru

b, t) = e Fhy(x), (7)

kde F je celkovd energie systému. Funkci polohy a ¢asu ¢(z, t) jsme tak rozlozili na souéin dvou
funkci, z nichz jedna zdvisi pouze na case (¢4st s exponencidlou) a druhd pouze na poloze ¥ (z).
Vyzkousejte si, ze po dosazeni vinové funkce v tomto tvaru do ¢asové zdvislé Schrodingerovy
rovnice se zavislost na case vykrati. Dostaneme tak rovnici jen pro prostorovou ¢ast vinové
funkce ve tvaru

Hy(x) = Ev(x), (8)
ktera se nazyva bezcasova Schrodingerova rovnice. Vyhodou je, ze jsme se zbavili nutnosti fe-
Sit ¢asovy vyvoj vlnové funkce, ale platime za to tim, Ze nase rovnice obsahuje jesté druhou
neznamou — energii odpovidajici dané vlnové funkci. Takhle jednodusse se casu mizeme zba-
vit jenom tehdy, kdyz ndm Hamiltonidn nezavisi explicitné na case. To vlastné ale neni tak
specialni priklad, naopak vétsinou se stava, ze hleddme pohyb sady ¢astic v néjakém statickém
potencidlu. Dokonce, i kdyz pocitdme vinovou funkci celé molekuly, vysta¢ime si s bezcasovou
Schrédingerovou rovnici. Naopak, kdyz pocitdme, jak tato molekula reaguje na oscilujici elek-
trické pole silného laseru, jiz potfebujeme ¢asové zavislou rovnici. (I kdyz i v tomhle pfipadé
dost casto jde najit néjaké triky, jak tuto ¢asovou zavislost obejit.)

Bezcasovd Schrodingerova rovnice ma z matematického hlediska zajimavy tvar. Hleddme
v ni takovou funkci, kterd po zaptsobeni operdatoru zustane az na multiplikativni konstantu
stejnd. V matematice se tento proces nazyva hledani vlastnich funkci operatoru. Multiplikativni
konstanta pro danou funkci se oznacuje jako vlastni ¢islo. Vlastni ¢isla jsou pro nés casto stejné
terminologii a sadé vSech vlastnich ¢isel se fikd spektrum. Trividlnim piikladem muze byt
operator ,nasobeni 7“ Tento operator funkci vynasobi sedmi, takze jeho vlastnimi funkcemi
jsou vSechny funkce. Vlastni ¢islo na pravé strané je pak samoziejmé sedm. Jinym prikladem
muze byt operator derivace. Jednou z jeho vlastnich funkei je e®, nebot derivace exponencidly
je exponencidla. Vlastnim ¢fslem je v tomto pifpadé jednicka. (Dalsi napiiklad e** s vlastnim
¢islem 2.)

Miuzeme si rovnou ovérit, ze Schrédingerovu rovnici E spliuji pro volnou ¢astici v 1D prostoru
(neptuisobi na ni zddné vnéjsi sily, potencidl je nulovy V(z) = 0) o hybnosti p (pozor, tu je to
konkrétni hodnota, ne operdtor) de Broglieho viny ve tvaru

Pla) = e (9)

(Skutecné se jednéd o vlny, protoze pokud si rozepiseme komplexni exponencidlu pomoci Mo-
ivreovy véty, dostaneme cos(%*) + isin(57) a vidime, Ze jak redlnd, tak imagindrni ¢ast je
periodické, jak bychom od takové viny éekali.)

Pokud na tuto funkci zaptusobime Hamiltonidnem, dostaneme

132 (:I:) _ ﬁdQei%
 2m da?

ﬁw(x) = :p2/2mei% .

T 2m
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Asi nés nepiekvapi, ze v tomto piipadé je energie dand klasickym vzorcem E = p?/2m. Viim-
néme si, ze tato rovnice m4 tim pddem (dokonce 2) feSeni pro libovolnou nezdpornou hodnotu
energie. Uvidime vzapéti, ze jakmile ¢astici ,,uzavieme® potencidlem do néjakého konecného
prostoru, tak to platit nebude, a budeme mit jen nékteré konkrétni ,povolené“ hodnoty ener-
gie. (Vzpomerite znovu na Bohruv atom!) Jesté je dobré poznamenat, Ze v tomto piipadé je
konkrétni feSeni dané jedinym redlnym parametrem, hybnosti p, kterd muze nabyvat kladnych
i zapornych hodnot. Dokonce, pokud zaptsobime na vlnovou funkci operatorem hybnosti

p(e) = —ih— = pe' T = py(z),

zjistime, ze de Broglieho vlna je vlastni funkei operatoru hybnosti. To v kvantové mechanice
znamend, ze ma konkrétni hodnotu hybnosti. A aby byly splnény relace neurcitosti, je vinova
funkce rovnomérné rozprostiena po celé realné ose.

Nejjednodussi systém s potencidlem, ktery muzeme studovat, se bézné nazyva nekonecnd
potencidlova jama, nebo doslovnym prekladem anglického oznaceni Castice v krabici. V jedno-
rozmérném piipadé interval ,krabice“ zvolime jako (0, L) a potencidl této krabice pak bude

Vi) = {0 pokud z € (0, L) . (10)
oo pokud z € (—o0,0) U (L, 00)

V tomto ptripadé ani nemusime primo fesit Schréodingerovu rovnici, ale mizeme vyjit z toho, ze
zname Teseni pro jednotlivé ¢asti této rovnice a poslepovat je. Pti slepovani musime dbat pouze
na to, aby slepovand feSeni méla stejnou energii a aby vyslednd vinova funkce byla spojitéa.

V oblastech s nekoneénym potencidlem se ¢dstice (ani kvantovd) vyskytovat nemuze, vinova
funkce tam tedy bude identicky nulova. Zbyvd ndm tedy pro feSeni jen oblast z € (0,L). V
té ale se cCastice pohybuje volné, tedy zde bude feseni ve tvaru de Broglieho vin. Pro kazdou
energii mame vzdy dvé viny lisici se jen znaménkem hybnosti (smérem Sifeni). Zkusime tedy
vlnovou funkci pro z € (0, L) napsat jako soucet dvou vln o zatim neurdené hybnosti se zatim
neznadmymi koeficienty A, B

pr

(z) =Ae' T + Be 'R

—A (cos (%)Hsin (%))+B(COS (%) Cisin (%» (11)

kde jsme si rozepsali komplexni exponencidly pomoci Eulerova vzorce a toho, Ze sinus je lichd
a kosinus suda funkce. Pokud chceme splnit pozadavek, aby vinova funkce byla spojitda v bodé
xz = 0 (tedy chceme, aby 1(0) = 0), musi ndm zbyt jen sinové prispévky, coz zajistime volbou

B = —A. Nyni musime splnit pozadavek, aby takto upravena vlnova funkce byla spojitd i v
bodé z =L
W(z = L) = 2iAsin (%) =0. (12)

Toho nelze dosdhnout pomoci volby koeficientu A (ten uréime pozdéji, aby byla splnénd pod-
minka normalizace), ale musime najit vyhovujici hodnotu hybnosti p. Dosazenim do (L) = 0
miuzeme z vlastnosti funkce sinus ziskat pozadavek

pL _

- kx, (13)
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kde k je libovolné prirozené ¢islo. Z toho uréime povolené hodnoty hybnosti a dosazenim do
puvodni rovnice dostaneme vyslednou vlnovou funkci na intervalu (0, L)

Y(x) = \/Esin (k—;x) , (14)

kde jsme rovnou zvolili koeficient pred sinem tak, aby byla splnéna podminka normalizace —
sami si muzete ovérit, ze nyni plati
L
[ a1
0
pro vsechna k.

Energie stavt pak ziskdme ptisobenim operatoru Hamiltonidnu na vlnovou funkci.

N k2r?h? E2n?h?
H’l/}(CC) = 2mL2 ’lﬁ(m‘) — Ek = 2mL2 .

(15)

Ve vysledku pak dostavame sadu vlastnich stavii, popsanych pomoci jediného parametru k,
ktery je diskrétni, jeho hodnota muze byt pouze prirozené c¢islo. Energie téchto stavu pak je
dmérné k2.

Vsimnéme si toho, ze najednou nejsou vsechny energie dovolené. To souvisi s tim, Ze ¢astice
je uzaviena do potencidlu na omezené plose. Cimz padem na ni klademe okrajové podminky.
Zaroven, podobné jako kdyz de Broglieho ¢astice, se chova jako vlna v prostoru. Takto zavienou
Castici lze popsat jako stojaté vinéni, podobné jako u struny. Dokonce i pohybové rovnice jsou
podobné jako rovnice pro nasi vinovou funkci. A také u struny nakonec vedou k tomu, ze nemuze
kmitat na libovolné frekvenci, ale mé svych konkrétnich harmonickych frekvenci. No neni fyzika
krésné, jak je univerzalni?

A pokud byste méli pocit, ze se jednd o tplné umély systém, vézte, Ze na mnohych mistech
je takovyto model docela rozumny. Daji se s nim modelovat linedrni uhlovodiky s mnoha kon-
jugovanymi vazbami, protoze elektrony z takovychto vazeb se mohou celkem volné pohybovat
po celé délce tohoto konjugovaného systému (pohyb v jamé), zatimco je pro né velky problém
z molekuly vystoupit (je potfeba pfekonat vysoky potencial).

Také se jednoduchou jamou daji popsat kvantové tecky, coz jsou mikroskopické kulicky
polovodice, které maji zajimavé optické vlastnosti, napiiklad fluorescenci. Tyto vlastnosti navic
nejsou dany chemickym slozenim kulicky, ale jeji velikosti, protoze tim prirozené omezi pole
pusobnosti elektroni zodpovédnych za vodivost, ¢imz se jim vnuti konkrétni elektronické stavy
podobné jako vyse.

Nakonec se slusi zminit, ze pomoci takovéto jamy byly popisovana struktura atomovych
jader, a to jesté predtim, nez viibec byla poradné rozlusténa povaha sil pusobicich mezi protony a
neutrony (a dost ¢asto i potom, protoze tyto sily jsou matematicky mnohem slozit&jsi na vypocty
nez elektromagnetickd interakce mezi elektrony. I dnes je to problém na hrané vypocetnich
moznost{ superpo¢itadi.).

Nakonec si rychle (bez odvozovani) ukdzeme, co se stane, pokud potencidl vné jamy bude
konec¢ny. To zplisobi, ze Castice, kterd by predtim méla vlnovou funkci mimo jamu nulovou,
najednou muze povylézt ven, ackoliv pravdépodobnost toho klesd exponencidlné se vzdalenosti
od okraje jamy. Jinak je postup feseni obdobny jako u potencidlové jamy. Pokousime se navazat
vlnovou funkei tak, aby byla spojitd a aby navazovala hladce (,,neméla zub*). Matematicky to
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Obr. 2: Graf zobrazujici nejnizsi 3 stavy nekonecné potencidlové jamy. Plnou ¢arou je
zobrazen potencial. VInové funkce zobrazujeme zpusobem, ktery se v kvantové mechanice
bézné pouziva — VInové funkce jsou od nuly posunuty svisle o hodnotu odpovidajici energii
daného stavu. (Tedy v tomto obrdzku jsou vsechny vlnové funkce mimo jamu nulové, nikoliv

——— |

——— ]

jen konstantni, jak by se na prvni pohled mohlo zd4t.)
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Obr. 3: Vlnové funkce nejnizsich stavii konecné potencidlové jamy.

znamenad, ze chceme spojitost i v prvni derivaci. To vede na sadu algebraickych rovnic, které
ale nejsou analyticky feSitelné. (klidné si to muzete zkusit!) Zaroven nds asi neprekvapi, ze
do takové jamy se ndm vejde jen koneéné mmnozstvi stavi. Pfesny pocet zdvisi na poméru
hloubky a sitky jamy, ale matematicky je zajisténo, ze musi byt vzdy alespon jeden. Takové
stavy nazyvame také vazané. Zbytek stavii mé vysSsi energii nez je hloubka jamy a v zasadé
pripominaj{ vlnovou funkei volné ¢dstice. (Ale narozdil od volné ¢astice se mohou na hrané
jdmy s né&jakou pravdépodobnosti odrazit a letét zpét.)

A co kdyZ je elektronii vic?

Kdyz fesime Schrédingerovu rovnici pro vice ¢astic, je situace mnohem komplikovanéjsi, mame
pro cely systém jednu vlnovou funkci, ale ta je ted funkci poloh vSech ¢astic. Pro predstavu
pro jednu c¢astici ve 3D prostoru mame diferencidlni rovnici pro funkci 3 proménnych, pro dvé
Castice 6 a tak dale. To nés obecné zbavuje Sance Tesit problém na papife, ale i numericky v
pocitaci, protoze bézny pristup funkci reprezentovat pomoci jeji hodnoty v danych miizovych
bodech prevede problém na obf{ soustavu klasickych linedrnich rovnic.

Kdyz si ale predstavime, ze prostor v kazdém sméru rozdélime na 10 bodu, coz je jesté
velmi hrubé déleni, tak pro jednu castici ve 3D prostoru potiebujeme 1000 bodt, coz je pro
pocita¢ hracka. Pro dvé castice bodd milion, coz bézny pocitac jesté schroustd, ale tii uz by
chtély bodt miliardu, coZ jen na ulozeni chce par gigabajtt paméti. Cty¥i se sotva vejdou na
superpocitac, a pro pét uz jsou data v fadu petabajti, coz jen tak nékde do RAM nedostanete.
A ted si vezméte, Ze jediny atom uranu ma elektrona skoro sto!



FYKOS

Nezoufejte, ukazeme si v dalsich dilech, Ze to neni tak beznadéjné, pokud na problém pu-
jdeme chytreji. Ale dnes si nakonec lehce zminime jedno zjednodusSeni, které ¢asto muze dat
docela dobry fyzikdlni nahled.

Pokud mame sadu ¢astic a zanedbame interakci mezi nimi, vidi kazd4 z nich stejny potencidl.
Pro kazdou ¢éstici pak fesime Schrodingerovu rovnici zvlast, takze vSechny ¢astice maji stejné
vlastni stavy. Poté obsazujeme jednotlivé stavy postupné od nejnizsi energie ¢asticemi, tak aby
byl splnén Pauliho vylucovaci princip, o kterém jste jisté slyseli v chemii. Pokud méame elektrony,
tak po dvou, protoze maji jesté spin, ktery muze mirit jednim ze dvou sméru. Celkova energie
tohoto systému Castic v tomto priblizeni je pak dana souctem energii jednotlivych ¢astic, protoze
jsou neinteragujici.

Koneckoncti na této myslence je zalozena celd periodicka soustava prvka. Tam postupné
obsazujeme orbitaly, které jsou fesenim Schrodingerovy rovnice pro jediny elektron.

Fyzikédlni korespondencni semindr je organizovan studenty MFF UK. Je zastfeSsen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiku a fyzika. Realizace projektu byla
podpotena Ministerstvem skolstvi, mlddeze a télovychovy.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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